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Ao meu pai (in memoriam), mesmo estando presente por pouco tempo foi o 

meu maior exemplo. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

“Nada é tão nosso como nossos sonhos.” 

Friedrich Nietzsche 
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RESUMO 

Os modelos de taper têm como principais aplicações a estimação do diâmetro em 

qualquer altura, da altura para qualquer diâmetro e do volume dos fustes das 

árvores em diversos limites de comercialização.. Mediante a necessidade de 

encontrar modelos com melhores estimativas para o volume dos fustes das árvores, 

o objetivo do presente estudo foi analisar a eficiência de funções de afilamento não 

segmentadas e de forma variável para estimativas de diâmetros ao longo do fuste e 

de volume total de árvores de Eucalyptus grandis x Eucalyptus urophylla. Foram 

utilizados para o estudo 1314 fustes do hibrido, sendo uma parte para o ajuste e 

outra para validação dos modelos. Foi realizada a cubagem, que consistiu em 

mensurar o diâmetro nas alturas relativas 0, 1, 2, 3, 4, 5, 10, 15, 25, 35, 45, 55, 65, 

75, 85, 95 e 100% da altura total (H) de cada árvore. Para avaliar a acurácia das 

estimativas de diâmetro e volume, foram testados 4 modelos de afilamento, sendo 3 

não segmentados (NS) e 1 de forma variável (FV), ajustados segundo técnica de 

regressão não linear (nls) em função da variável diâmetro (d). Os volumes foram 

calculados utilizando a fórmula de Smalian. As avaliações da acurácia das 

estimativas de diâmetro e volume total foram feitas com as estatísticas R²(%), 

RMSE(%) e análise gráfica de resíduos, e bias (V). Os resultados demonstram que a 

equação de FV (Kozak.04b) obteve melhores resultados no ajuste do que as NS 

para os diâmetros e os volumes. Para o volume total, o modelo de Schumacher e 

Hall foi ajustado para fins comparativos, e observou-se que as equações NS e de FV 

apresentaram resultados similares para as estimativas de volume total. A equação 

de FV de Kozak (2004b) foi a que apresentou melhores resultados, sendo a mais 

eficiente nas estimativas de diâmetro e volume no presente estudo. 

Palavras chave: Modelos de afilamento, multiprodutos, Eucalyptus.   
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1 Introdução 

 

No Brasil, as florestas plantadas apresentam uma importante participação no 

mercado econômico, apresentando como vantagem a disponibilidade de grandes 

áreas para o plantio e as condições de clima e solo. Em sua maioria, são 

representadas pelos gêneros Eucalyptus e Pinus. Eles apresentam cerca de 7,04 

milhões de hectares de florestas plantadas, sendo 77,7% da área de Eucalyptus, 

segundo a Associação Brasileira de Produtores de Florestas Plantadas (ABRAF, 

2013), atendendo como fonte de matéria prima as indústrias de papel e celulose, 

serrarias e carvoarias, provocando uma diminuição na exploração das florestas 

nativas, contribuindo para a conservação das mesmas. 

É de grande importância para a produção florestal, o processo de otimização 

nas fábricas, nas serrarias e carvoarias, associado às informações em relação ao 

estoque de crescimento e ao potencial de crescimento das florestas. 

Para que a quantificação do estoque seja realizada de maneira acurada, são 

necessários frequentes estudos ligados ao volume da árvore, de forma individual ou 

do povoamento (MÔRA, 2015). 

Com os diversos produtos florestais em uso no país (geração de energia de 

biomassa, produtos sólidos de madeira, chapas, geração de vapor) a utilização do 

fuste passou a ser maximizada, sendo uma das principais estratégias a produção de 

multiprodutos, aumentando o valor da produção (Souza et. al., 2008). Isso diminui o 

desperdício na transformação da madeira, fazendo com que cresça, cada vez mais, 

a importância da pesquisa e do desenvolvimento de técnicas de modelagem para as 

produções de Eucalyptus e Pinus. 

Das várias técnicas utilizadas para a obtenção de estimativas volumétricas, 

uma das mais importantes são as funções de afilamento (taper), que procuram 

descrever o afilamento do fuste levando em conta variáveis como o diâmetro à altura 

do peito (DAP), altura total ou comercial, sendo uma importante ferramenta para 

gerar informações sobre o processo de crescimento florestal (MUHAIRWE, 1999). 
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As funções de afilamento têm como primordial aplicação a estimação do 

volume dos fustes das árvores em diversos limites de comercialização e obter com 

exatidão, nesses limites, os volumes dos variados tipos de produtos finais a serem 

explorados, como madeira serrada, para celulose, para a carvoaria, e outros (MÔRA, 

2015). 

Os modelos de afilamento não segmentados foram os primeiros a serem 

utilizados, e adotam uma única equação para descrever o perfil do tronco. Com o 

surgimento do computador e consequentemente dos softwares estatísticos, surgiram 

os modelos segmentados, que permitem dividir a árvore em três ou mais segmentos, 

com o auxílio dos pontos de inflexão (MÔRA, 2015). 

Das funções de afilamento, os modelos não segmentados são os menos 

flexíveis, sendo elaborados com o conceito de que a forma do fuste corresponde a 

um único sólido, podendo causar problemas em estimativas próximas à base e no 

ápice do fuste. Já os modelos segmentados corrigem de certa forma, o efeito da 

base e do ápice, contudo apresentam a desvantagem de terem auxílio de restrições 

(pontos de inflexão) no ajuste dos modelos. De forma a melhorar as funções de 

afilamento segmentadas, Kozak (1988) introduziu a ideia dos modelos de afilamento 

de forma variável, que utilizam modelos de regressão não segmentados que de 

forma implícita dividem a árvore em três segmentos, sem necessidade do auxílio de 

pontos de inflexão. 

Tendo em vista que, forma do fuste de uma árvore dificilmente será única, 

variando ao longo da altura, a busca por funções de afilamento que conseguem 

captar essas variações, levam a resultados mais bem sucedidos. 

1.1 Objetivo 

 
O objetivo do presente trabalho foi comparar modelos não segmentados com o 

modelo de forma variável, analisando, em termos de acurácia, qual das duas 

alternativas de modelagem apresenta melhor desempenho para estimar as 

variações de diâmetro ao longo do fuste da árvore e o volume total. 

 

1.1.1 Objetivos específicos 
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 Avaliar a acurácia dos três modelos não segmentados para estimar as 

variações de diâmetro ao longo do fuste e volume total. 

 

 Avaliar a acurácia de um modelo de forma variável para estimar as variações 

de diâmetro ao longo do fuste e volume total. 
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2 Revisão de literatura 

 

 

2.1 Forma do fuste da árvore 

 

         A forma e o afilamento do fuste de árvores são importantes temas de estudos 

na pesquisa florestal. Apesar dos dois termos serem usados alternadamente, a 

forma refere-se à forma geométrica do fuste (neiloide, paraboloide e cone), ao passo 

que o afilamento refere-se à taxa de diminuição do diâmetro com o aumento da 

altura no tronco (NEWNHAM, 1992). 

Os fustes das árvores possuem formas bastantes variáveis, modificando-se de 

indivíduo para indivíduo, dependendo das condições de sítio, espaçamento, posição 

sociológica em que a árvore se desenvolve e tratos silviculturais e idade, não 

apresentando assim uma forma única, mas diversas formas geométricas (Figura 1) 

(KOHLER, 2013; FINGER et. al., 1995). 

 

FIGURA 1 - Forma do fuste da árvore  

 

 

 

 

 

 

2.1.1 Fatores que afetam a forma do fuste da árvore 
 

Os fustes das árvores apresentam formas bastante variáveis, que podem 

modificar-se conforme a espécie e até mesmo dentro da mesma espécie.  

Dentre os diversos fatores que podem afetar a forma do fuste, podem ser 

citados: 
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- condições de sítio e espaçamento: A forma do tronco de árvores livres de 

competição é diferente das árvores que sofrem com competição. As árvores que 

crescem livre de competição possuem copas vigorosas e o tronco apresenta 

proporções cônicas, e as que crescem em povoamentos apresentam o fuste menos 

afilado (LARSON, 1963; HÄRDTL, 1938).  

A densidade do povoamento influencia significativamente a forma do fuste. 

Espera-se que as árvores plantadas em espaçamentos maiores apresentem fustes 

mais cônicos, quando comparados às árvores em espaçamentos mais adensados 

(BALDWIN et al., 2000). 

- desenvolvimento da copa: Espaçamentos mais amplos resultam em copas maiores 

e mais vigorosas. Essas copas exercem influencia sobre os padrões de crescimento 

das árvores, e consequentemente na forma do fuste (MÔRA, 2015). 

- posição sociológica: O afilamento das árvores dominadas é menor que o das 

árvores dominantes. Normalmente, as árvores jovens têm copas longas e um forte 

afilamento do fuste que é típico de árvores que crescem livres (MÔRA, 2015). 

- idade: Com o aumento da idade, há uma tendência natural do fuste das árvores se 

tornarem mais cilíndricos (KOHLER, 2013). Nas idades mais novas, a mudança da 

forma é bastante rápida, enquanto que nas idades avançadas a forma muda 

superficialmente, melhorando a forma do fuste com o aumento da idade (FRIEDL, 

1989). 

O decréscimo no afilamento do tronco com a idade é primeiramente um efeito 

aditivo do crescimento continuo em altura, uma vez que as árvores com crescimento 

livre tendem a sobrelevar a influência da idade, mantendo seu elevado afilamento do 

tronco até mais tarde, deixando suas copas vigorosas (KOHLER, 2013). 

- Poda ou desrama: Comparada ao desbaste, a poda apresenta uma relação 

diferente na forma do fuste da árvore.  

Segundo Kosloswki (1971) citado por Kohler (2013), a poda impede o 

crescimento na base do fuste, e faz com que ocorra um aumento do xilema na parte 

acima do local onde foi feita a poda, tendendo a diminuir a conicidade do fuste, mas 
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seu efeito depende da severidade e da época em que é realizada a poda, e também 

das características da copa. 

- Desbastes: Com a realização do desbaste, a competição entre as árvores no 

interior do plantio diminui, favorecendo o crescimento em diâmetro, colaborando 

para o aumento do afilamento do fuste, dependendo da intensidade do desbaste. 

- Sítio: Segundo Figueiredo Filho (1991) normalmente em sítios de baixa capacidade 

produtiva, as árvores apresentam maior conicidade ou formas indesejáveis, 

resultado do crescimento em altura para árvores de mesmo diâmetro ser menor.  

2.2 Funções de Taper 
 

A busca por produtos florestais é crescente, ao passo que as áreas para a 

produção vêm diminuindo. Com isso, surge a necessidade de aumentar a utilização 

do fuste das árvores com alterações nos padrões comerciais (MÔRA, 2015). Nesse 

sentido, As funções de taper ou de afilamento têm sido um dos temas de estudo 

mais importantes em mensuração e manejo florestal (FANG et al., 1999). 

Os modelos de afilamento são relações funcionais que permitem descrever o 

perfil longitudinal de um fuste, quando se deseja conhecer seu sortimento (MÔRA, 

2011). A gama de informações que os modelos proporcionam, tem levado ao 

desenvolvimento de diversas técnicas de modelagem do perfil dos fustes das 

espécies florestais (SOUZA, 2007). 

De acordo com Campos & Leite (2009), o termo taper (afilamento do fuste) 

refere-se ao decréscimo do diâmetro ao longo do fuste. Estudos de modelos de 

taper baseiam-se em equações que permitem estimar o diâmetro em qualquer altura 

ao longo do fuste, a partir das variáveis, DAP (diâmetro à altura do peito) e altura 

total. 

 Inúmeros são os modelos de taper usados atualmente, sendo que o 

desempenho dos mesmos é em função das características da população na qual se 

pretende empregá-los e das pressuposições básicas para qual foi desenvolvido o 

modelo (SOUZA, 2007). 
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A primeira tentativa de análise para representar a forma das árvores, foi feita 

por Hojer em 1903, de acordo com Figueiredo Filho et al. (1996). A partir de então, 

diversas formas e tipos de modelos de perfil de fuste foram testados.  

Inicialmente, os modelos testados eram relativamente mais simples, porém, 

com a chegada dos computadores, modelos mais complexos foram utilizados para 

originar funções de taper, de maneira que estimativas mais realistas pudessem ser 

geradas (Figueiredo Filho et al., 1996). 

Segundo estes autores, por volta da década de 1970, pesquisadores estavam 

tentando expressar todo o perfil do fuste da árvore por meio de uma única equação. 

Bons modelos foram desenvolvidos, porém muitas das vezes eles não descreviam o 

perfil do fuste inteiro. Eles descreviam bem o perfil entre a base e o topo da árvore, 

mas eram inadequados para descrever a área próxima a base do fuste. Os primeiros 

a aplicarem os modelos de regressão segmentada para a modelagem do fuste foram 

Max e Burkhart (1976), dividindo o fuste em três seções representadas por três 

submodelos separados, que eram unidos para produzir uma função taper polinomial.  

Segundo Prodan (1997), os modelos de taper são importantes ferramentas 

estatísticas de uso atual para a estimação dos perfis dos fustes, uma vez que 

permitem aos usuários estimar três características básicas das árvores (diâmetro em 

qualquer ponto do fuste; altura total ou altura a um determinado diâmetro; e o 

volume entre quaisquer pontos do fuste). 

2.3 Funções de taper não segmentadas 
 

Os modelos não segmentados conseguem associar a eficiência a uma certa 

simplicidade de aplicação, quando comparados aos modelos segmentados. Esses 

modelos se caracterizam pela relação entre vários diâmetros tomados ao longo do 

fuste com suas respectivas alturas, levando-se em conta também o DAP e altura 

total das árvores. Entretanto, diversos autores afirmam que esses modelos não 

explicam com especificidade as deformações na base do fuste das árvores (SOUZA, 

2007). 
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Em seus estudos, Hradetzky (1976) destacou que uma boa representação do 

fuste por meio de polinômios exige uma combinação apropriada de potências e que 

as mesmas sejam submetidas ao processo de seleção “passo a passo” (stepwise), 

sendo que essas potências variam de 0,005 a 25. 

Como algumas funções de taper eram inadequadas para descrever a região 

perto da base do tronco, polinômios de grau mais elevado foram utilizados para 

caracterizar corretamente a base (ROJO et al., 2005). 

Rios (1997), testando o desempenho de modelos polinomiais de razões de 

volume e de funções spline cúbica na estimativa de volumes comerciais, averiguou 

que os modelos polinomiais proporcionaram estimativas mais acuradas na descrição 

dos perfis das árvores, sendo que o Polinômio de Quinto Grau foi superior ao 

Polinômio de Potências Fracionárias.  

Testando a acurácia de modelos que melhor descrevem o perfil arbóreo, 

Assis (1998) aferiu que a equação de taper de potências fracionárias é mais estável 

na estimativa dos diâmetros ao longo do fuste, tanto para um ajuste por classe 

diamétrica quanto para um ajuste de um conjunto de árvores cubadas no estrato. 

Em seu trabalho, Lima (1986) analisou a eficiência dos modelos propostos por 

Biging (1984); Demaerschalk (1973); Kozak et al. (1969) e Ormerod (1973) em 

árvores de Pinus elliottii. Estes foram avaliados quanto à estimativa de volumes 

totais e comerciais e de diâmetros e alturas comerciais. O autor constatou que o 

modelo que se apresentou mais preciso na estimativa do volume total foi o de Kozak 

et al., e o menos preciso o de Ormerod. Já o modelo de Demaerschalk mostrou-se 

satisfatório para estimar todas as variáveis, exceto o volume total, que teve o modelo 

de Biging como o mais adequado. 

Em outro estudo, Chichorro (2000), optou pelo modelo de Demaerschalk 

(1972), que foi superior aos demais de acordo com as estatísticas de validação. 

Testando modelos não segmentados, Mendonça (2006) averiguou que os 

modelos apresentaram tendências nas estimativas das variáveis analisadas, sendo 

que o modelo de Ormerod (1973) foi o mais preciso para estimar o volume comercial 

e o modelo de Schoepfer (1966) para estimar a altura comercial. 
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Os mais antigos modelos e a maioria das funções de afilamento 

desenvolvidas até hoje pertencem à categoria de modelos de afilamento não 

segmentados. No entanto, as previsões insatisfatórias algumas vezes geradas por 

esses modelos têm mantido muitos pesquisadores da área à procura de outros 

modelos para melhorar a previsão das variáveis (MÔRA, 2015). Isto levou ao 

desenvolvimento de modelos mais complexos, tais como os segmentados e os de 

forma variável (MUHAIRWE, 1993), e a utilização de outras técnicas de ajuste, além 

do MMQO. 

2.4 Funções de taper segmentadas 
 

A forma do fuste da árvore muda, de maneira contínua, de uma forma 

geométrica para outra, como observado por Kozak (1988) e Newnham (1988). 

O principal contratempo típico dos modelos não segmentados, é o 

significativo viés encontrado nas estimativas de diâmetros próximo à base da árvore, 

bem como em outras partes da árvore. Porém, apresenta como vantagens a 

facilidade de ajuste, a fácil integração para o cálculo de volume e a facilidade de 

reorganizar o modelo para o cálculo da altura comercial (Kozak 1988 citado por 

Môra 2015). 

De acordo com Bi (2000), os pontos fracos compartilhados por diversas 

funções taper são: (1) a existência de um elevado grau de viés na estimativa do 

diâmetro sobre algumas porções do fuste, em particular a parte inferior (base) e a 

superior (ápice), apesar do desvio total ser baixo, e (2) a incapacidade de levar em 

conta as diferenças na forma do fuste entre árvores. 

Com a introdução dos computadores na pesquisa florestal e o aumento da 

disponibilidade de softwares adequados, simultaneamente com a falta de curvas de 

afilamento simples para traçar os diversos pontos de inflexão ao longo do fuste ou 

grandes erros nos ajustes da base ou ápice do fuste ou ambos, acarretou a criação 

de funções de taper mais complexas, denominadas segmentadas (MUHAIRWE, 

1993). 
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MAX e BURKHART (1976) propuseram uma alternativa de modelo de 

afilamento segmentado, com o intuito de melhorar o desempenho dos modelos não 

segmentados, principalmente no que diz respeito à presença de viés nas estimativas 

produzidas. Modelos segmentados usam diferentes sub-funções para várias partes 

do fuste que se juntam nos pontos de inflexão. 

 

Os modelos de taper segmentados utilizam equações separadas para 

descrever os segmentos do fuste (MAX e BURKHAT, 1976; CAO et al., 1980; 

BYRNE e REED, 1986). Na maior parte dos casos, os parâmetros são difíceis de 

serem estimados, e esses modelos nem sempre permitem prever a altura de um 

dado diâmetro (KOZAK, 1988; PEREZ et al., 1990). 

Na abordagem por meio de funções segmentadas, os submodelos são unidos 

de tal maneira que as derivadas de primeira ordem sejam iguais no ponto de 

interseção dos segmentos, sendo essa abordagem utilizada com sucesso por alguns 

autores (Ormerod, 1973; Max e Burkhart, 1976; Demaerschalk e Kozak, 1977 e 

Brink e von Gadow, 1986 citado por Môra, 2015). 

Kozak (1988) concluiu que a vantagem dessa abordagem é que os diâmetros, 

na maioria das partes do fuste, são estimados com menor viés do que pelas funções 

não segmentadas, porém nas maiorias dos casos, os parâmetros são difíceis de 

serem estimados e as fórmulas para o cálculo de volume e altura comercial são 

difíceis de serem obtidas ou são inexistentes. 

2.5 Funções de taper de forma variável 
 

O modelo de taper de forma variável consiste em um modelo único para 

descrever o afilamento das árvores, assim como os não segmentados, porém, ele 

descreve o afilamento do fuste como uma função contínua, utilizando um expoente 

que varia para compensar as mudanças na forma do fuste nos diferentes segmentos 

da árvore (MÔRA, 2015). 

As primeiras funções desse grupo foram baseadas nas funções de Forslund 

(1982), Reed e Byrne (1985) usando a função simples não segmentada de Ormerod 

(1973) e derivadas. As funções geradas eram simples e variáveis. Newnham (1988) 



11 
 

e Kozak (1988) estenderam o uso dessas funções nos modelos de forma variável, 

possibilitando que o expoente da função de potência também fosse uma função 

própria de potência, criando, assim, uma forma contínua no tronco. 

Essa abordagem usada por esses autores utiliza uma única função contínua 

como uma base e um expoente, que corresponde a função de potência, que muda 

ao longo do fuste para descrever a mudança contínua na forma do solo até o ápice. 

O expoente também pode ser especificado para mudar com diâmetro à altura do 

peito e a altura das árvores para estabelecer as diferenças de forma entre árvores 

(MÔRA, 2015). 

Esta abordagem apresenta menor grau de viés e maior acurácia nas 

previsões de afilamento (NEWNHAM, 1988, 1992; KOZAK, 1988; PEREZ et al., 

1990; MUHAIRWE, 1999), quando comparadas a outras abordagens, tais como o 

sistema de Demaerschalk e Kozak (1977) e a função polinomial segmentada de Max 

e Burkhart (1976). 

As funções de forma variável baseiam sua abordagem na suposição de que a 

forma do fuste varia continuamente ao longo do comprimento de uma árvore (LEE et 

al., 2003). 

Newnham (1988) analisou que: 

𝑌𝐾 = 𝑔X 

em que Y é o diâmetro do sólido na altura X (medidos em unidades comuns) e g é 

uma constante que depende das unidades utilizadas para Y e X. O valor k varia de 

acordo com a forma dos sólidos, sendo 1 para cone, 2 para paraboloide quadrático, 

e 2/3 para neiloide, assumindo que ao invés de ter um valor fixo no interior de cada 

seção do fuste, k iria variar continuamente com a altura. 

Semelhante estudo foi realizado por Kozak (1988), porém usando a relação: 

𝑌 = 𝑔𝑋𝑐 

em que c é, na realidade, 1/k. 

Em uma tentativa de descrever que a variação do fuste é causada por 

variações no comprimento relativo da copa, os modelos de Newnham (1988) e de 
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Kozak (1988) incluem a razão D/H (em que D é o DAP e H a altura total) em suas 

funções. D/H está intimamente correlacionado com a relação da copa e incluindo-a 

de alguma forma nas regressões para estimar k, Newnham (1988) descobriu que o 

coeficiente de correlação múltipla, R², poderia ser aumentado em até 10%. 

2.6 Métodos de Ajuste 
 

No Brasil, os estudos de forma de tronco estão baseados em funções que 

levam em consideração a relação di /dap ou (di / dap)² , para estimar o diâmetro em 

qualquer altura como em Scolforo et al. (1998), Chichorro et al. (2003), Fischer et al. 

(2001), Mendonça et al. (2007) e Souza et al. (2008). Essas equações podem ser 

ajustadas entre as formas lineares (relação di /dap) ou formas não lineares em 

função da variável dependente di. 

O mesmo ocorre quando se quer estimar a altura, isolando hi na equação de 

diâmetro ou invertendo os valores de di e dap com hi e h na equação original, como 

utilizado por Schneider et al. (1996), Drescher et al. (1999).  

As equações estimadas para a relação (di / dap) ou (di /dap)² podem gerar 

resultados diferenciados para as variáveis altura e diâmetro, quando estas são 

ajustadas como variáveis dependentes isoladas em suas funções (MÔRA et al., 

2014). 

De acordo com Campos e Leite (2009), o melhor modelo ajustado depende 

dos objetivos determinados para estudo, pois enquanto um modelo tem melhores 

resultados para estimar a variável diâmetro, ele pode não ser o melhor para estimar 

as variáveis altura e volume. 
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3 Material e Métodos 

3.1 Área de estudo 
 

O estudo foi realizado com dados de plantios florestais de clones híbridos 

Eucalyptus grandis x Eucalyptus urophylla, provenientes de uma empresa florestal 

privada do norte do Espírito Santo, com espaçamentos variando em 3,00 x 3,00 

metros, 3,00 x 2,00 metros, 3,00 x 2,50 metros, 3,50 x 2,50 metros, 3,50 x 2,60 

metros e 4,50 x 2,00 metros, e com idades variando de 1,8 a 7,3 anos. 

A cubagem foi realizada medindo os diâmetros com casca nas alturas (h) 

relativas 0, 1, 2, 3, 4, 5, 10, 15, 25, 35, 45, 55, 65, 75, 85, 95 e 100% da altura total 

(H) de cada árvore. 

Para cada árvore, mediu-se o diâmetro (d) nas várias alturas (h), o diâmetro a 

1,30 m do solo (DAP) e a altura total (H). A obtenção do volume total para todos os 

modelos, tanto para os volumes observados quanto os estimados, se deu pelo 

somatório dos volumes parciais de todas as seções utilizando-se a fórmula de 

Smalian, que pode ser explicado pelas seguintes fórmulas: 

𝑔𝑖 =
𝜋𝐷𝐴𝑃²

40000
                    𝑣𝑗 =

(𝑔𝑖 + 𝑔𝑖+1)

2
𝐿𝑗                     𝑣𝑡 = ∑ 𝑣𝑗

𝑛

𝑗=1
 

em que: gi = área seccional de cada extremidade (m2 ) da seção ; vj= volume da j- 

ésima seção, sendo o índice i relativo às áreas seccionais extremas do seção; Lj = o 

comprimento da j-ésima seção e vt = volume total. 

Neste estudo, foram utilizados dados amostrais de 1314 árvores de Eucalyptus 

grandis x Eucalyptus urophylla.  

Com o objetivo de se obter mais garantias a respeito da qualidade dos 

modelos avaliados, foi feita uma validação dos modelos, em que o conjunto total de 

dados foi separado pelo método de validação de holdout, que divide o conjunto de 

dados em aproximadamente 2/3 para o ajuste (TABELA 1) e 1/3 para validação 

(TABELA 2). A seleção das árvores para o ajuste e validação ocorreu de forma 

aleatória. 
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TABELA 1 – Distribuição de frequência das árvores de Eucalyptus grandis x Eucalyptus 
urophylla por classes de diâmetro e altura para os dados de ajuste 

Classes de 
Altura (m) 

Classes de diâmetro (cm)   

5-10 10-15 15-20 20-25 25-30 Total 

5-10 7 3 
  

  10 

10-15 99 47 3 
 

  149 

15-20 66 197 66 5   334 

20-25 
 

105 150 28   283 

25-30 
 

12 68 33 2 115 

30-35     8 19 2 29 

Total 172 364 295 85 4 920 

 

TABELA 2 – Distribuição de frequência das árvores de Eucalyptus grandis x Eucalyptus 
urophylla por classes de diâmetro e altura para os dados de validação 

Classes de Altura 
(m) 

Classes de diâmetro (cm)   

5-10 10-15 15-20 20-25 25-30 Total 

5-10   3       3 

10-15 41 24 3 
 

  68 

15-20 29 92 29 
 

  150 

20-25   43 60 8   111 

25-30   5 25 18 1 49 

30-35     5 7 1 13 

Total 70 167 122 33 2 394 

 

O número de árvores, bem como as estatísticas descritivas das variáveis DAP 

e H para o eucalipto, para ambos os conjuntos, de ajuste e validação, estão na 

Tabela 3. 

TABELA 3 - Estatísticas descritivas do conjunto de dados para ajuste e validação de Eucalyptus grandis 

x Eucalyptus urophylla 

N = número de árvores; �̅� = média; s = desvio padrão; Mínimo = valor mínimo; Máximo = valor máximo; HT/DAP 
= Relação HT/DAP médio. 

Estatísticas 

Eucalyptus grandis x Eucalyptus urophylla 

Ajuste Validação 

DAP (cm)   HT (m) DAP (cm)   HT (m) 

N 
 

920 
  

394 
 �̅� 14,16 

 
19,76 14,14 

 
19,71 

s 4,19 
 

4,92 4,07 
 

4,93 

Mínimo 7,00 
 

7,90 7,00 
 

9,30 

Máximo 26,00 
 

33,30 27,00 
 

33,90 

HT/DAP 
 

1,39 
  

1,41 
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3.2 Modelos de afilamentos testados 
Na composição do estudo, foram utilizados modelos de afilamento não 

segmentados (NS) e de forma variável (FV). 

Para as expressões matemáticas correspondentes a cada uma das funções 

de afilamento foram usadas as seguintes notações: Dj = diâmetro à altura do 

peito com casca (cm) medido em cada árvore j; Hj = altura total (m) em cada 

árvore j; hij = altura (m) da base do fuste até o ponto onde se alcança o diâmetro 

dij em cada árvore j; dij = diâmetro (cm) com casca a uma altura hij em cada 

árvore j; Tij = hij/Hj; βi = parâmetros médios a serem estimados no ajuste do 

conjunto de dados; εij= erro aleatório; e p =(hk/Hj), em que hk é a altura no fuste 

correspondente ao ponto de inflexão onde a curva muda a forma de neiloide para 

paraboloide (NEWNHAM, 1992). 

3.3 Modelos não segmentados 
 

Os modelos não segmentados analisados no estudo estão apresentados na 

Tabela 4, separados por autor, ano da publicação, nome que foi utilizado no estudo 

e sua expressão. Os modelos não segmentados foram: Kozak et al. (1969c), 

Demaerschalk (1972) e Ormerod (1973). 

O ajuste de todos os modelos foi realizado isolando a variável diâmetro (dij). 

TABELA 4 - Funções de afilamento não segmentadas 

Funções não segmentadas 

Demaerschalk (1972)–                     (
𝑑𝑖𝑗

𝐷𝑗
)

2

= 102𝛽0𝐷𝑗
2𝛽1−2 (𝐻𝑗 − ℎ𝑖𝑗)

2𝛽2𝐻𝑗
2𝛽3 + 𝜀𝑖𝑗 

Demaerschalk.72 

Kozak et al. (c) (1969) –                   (
𝑑𝑖𝑗

𝐷𝑗
)

2

= 𝛽0 + 𝛽1𝑇𝑖𝑗 + 𝛽2𝑇𝑖𝑗
2 + 𝜀𝑖𝑗 

Kozak.69.c 

Ormerod (1973) –                             
𝑑𝑖𝑗

𝐷𝑗
= (

𝐻𝑗−ℎ𝑖𝑗

𝐻𝑗−1,3
)
𝛽1

+ 𝜀𝑖𝑗 

 Ormerod 
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3.4 Modelo de forma variável  
 

Em contrapartida aos modelos não segmentados, o modelo de forma variável 

analisado no estudo foi o de Kozak (2004b), apresentados na Tabela 5, separado 

por autor, ano da publicação, nome que foi utilizado no estudo e sua expressão. O 

modelo de forma variável utiliza como variáveis independentes para o ajuste dij, hij, 

Dj e Hj e suas variações simples como (dij/Dj e hij/Hj). 

 

       TABELA 5 – Função de afilamento de forma variável 

Função de forma variável 

Kozak (b) (2004) –  

Kozak.04.b     𝑑𝑖𝑗  

                      = 𝛽0𝐷𝑗
𝛽1𝐻𝑗

𝛽2 (
1−𝑇𝑖𝑗

1
3

1− 𝑝
1
3

)[
 
 
 

𝛽3𝑇𝑖𝑗
4+𝛽4(1/𝑒

𝐷𝑗/𝐻𝑗)+𝛽5(
1−𝑇𝑖𝑗

1
3

1− 𝑝
1
3

)

0,1

+𝛽6(1/𝐷𝑗)+𝛽7𝐻𝑗
1−𝑇

1
3
+𝛽8(

1−𝑇𝑖𝑗

1
3

1− 𝑝
1
3

)

]
 
 
 

+ 𝜀𝑖𝑗 

 

Para fins comparativos do volume total, realizou-se o ajuste do modelo de 

Schumacher e Hall, apresentado abaixo, tanto para os dados de ajuste quanto para 

os dados de validação. 

 

𝑉 = 𝛽0𝐷𝑗
𝛽1𝐻𝑗

𝛽2 + 𝜀 

 

3.5 Metodologia de ajuste, validação e avaliação dos modelos 
 

Utilizou-se o software R para realização dos ajustes, por meio da técnica de 

ajuste não linear (nls) por processo iterativo, utilizando a função nlsLM 

implementada na base do próprio software por meio do algoritmo de Gauss-Newton. 

As funções não segmentadas de Demaerschalk (1972) e Ormerod (1973) foram 

inicialmente ajustadas utilizando o valor 0,1 como sendo o inicial de cada 
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coeficiente. As demais funções (Kozak et al., 1969; Kozak, 2004 (b)), foram  

ajustadas inicialmente com coeficientes previamente ajustados por Môra, 2015. Os 

modelos ajustados foram utilizados para estimar o diâmetro e o volume total. 

Os modelos foram ajustados em função da variável dependente d, por 

apresentarem estimativas mais acuradas dos que utilizam o modelo ajustado em sua 

forma original (d/DAP ou (d/DAP)²), como observado por Môra et al. (2014). 

A avaliação da acurácia dos modelos deu-se por meio de análise gráfica de 

resíduos (Resíduos (%)) para verificação de possíveis erros sistemáticos, pelo erro 

médio quadrático RMSE (%)) e pelo coeficiente de determinação R2(%). 

Critérios estatísticos obtidos a partir dos resíduos também foram examinados, 

a saber: o viés (V) e erro médio quadrático (RMSE - root mean square error). 

Essas estatísticas são descritas abaixo: 

𝑅𝑒𝑠í𝑑𝑢𝑜 (%) =  
𝑦𝑖 − �̂�𝑙

𝑦𝑖
100 

𝑅2(%) = 1 −
∑ (𝑌𝑖 − �̂�)

2𝑛
𝑖

∑ (𝑌𝑖 − �̅�)2𝑛
𝑖

100 

𝑉 = ∑
𝑦𝑖 − �̂�𝑙

𝑛

𝑛

𝑖=1

 

𝑅𝑀𝑆𝐸 = 
√∑ ( �̂�𝑖 − 𝑦𝑖)2 𝑛 − 1⁄𝑛

𝑖

∑ �̂�𝑖 𝑛⁄𝑛
𝑖

100 

 

em que 𝑦𝑖 ,  �̂�𝑖 𝑒 �̅�𝑖,  são respectivamente os valores observados, os valores preditos 

e a média dos valores das variáveis dependentes; n é o total de observações usados 

no ajuste;𝑑𝑖 = 𝑌𝑖 − �̂�𝑖; e p é o número de coeficientes do modelo. 
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4 Resultados e Discussão 

4.1 Ajuste e validação dos modelos não segmentados e de 

forma variável para o diâmetro 
 

As equações NS e de FV ajustaram-se bem aos dados da espécie (Tabela 7 

e 8) e seus coeficientes tiveram resultados significativos (Tabela 6). 
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TABELA 6 - Coeficientes obtidos no ajuste das equações NS e de FV para Eucalyptus grandis x Eucalyptus urophylla 

Equação  𝜷𝟎 𝜷𝟏 𝜷𝟐 𝜷𝟑 𝜷𝟒 𝜷𝟓 𝜷𝟔 𝜷𝟕 𝜷𝟖 

Não segmentadas 

Demaerschalk.72 0.099032* 0.924957* 0.773473* -0.751032*   
   Kozak.69.c 1.263806* -2.213521* 0.934302* 

 
  

   Ormerod 0.732719*                 

Forma variável 

Kozak.04.b 1.373134* 0.963901* -0.064133* 7.565419* -6.770376* -3.723674* 14.536717* 0.328596* 8.7927* 

*significativo a 5% de probabilidade pelo teste t  
ns

 não significativo a 5% de probabilidade pelo teste t   
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4.2 Avaliação das estimativas de diâmetro a partir das 

equações ajustadas para os dados de ajuste 
 

Utilizando os coeficientes obtidos em cada equação ajustada, foram 

estimados os valores de todos os diâmetros mensurados em todas as alturas (h) em 

todos os fustes. A partir dessas estimativas, pode-se definir as equações com 

melhor desempenho nos grupos NS e de FV em relação a análise total dos 

diâmetros. 

As estimativas foram melhores na equação de FV, comparando com os 

valores médios obtidos nas equações NS (TABELA 7). 

TABELA 7 – Estatísticas das equações ajustadas para avaliar as estimativas dos diâmetros para 

Eucalyptus grandis x Eucalyptus urophylla a partir dos dados de ajuste 

Equação R² (%) V RMSE (%) Classif. 

Não segmentadas 

Demaerschalk.72 96.99 -0.01376 10.14 2 

Kozak.69.c 96.77 -0.06369 10.55 3 

Ormerod 96.47 -0.3221 11.33 4 

Forma variável 

Kozak.04.b 97.94 0.02032 8.36 1 

Valores médios 

Não segmentadas 96.74 -0.13319 10.67  - 

 

Para a estatística R² (%) obteve-se altos valores (superiores a 95%), 

indicando que as equações conseguem explicar apropriadamente as estimativas de 

diâmetro ao longo do fuste. Para a equação de FV observou-se o maior valor da 

estatística (97,94 %). 

Nos resultados da estatística RMSE (%), relativo ao erro médio quadrático das 

estimativas, as equações NS produziram valores superiores a 10%.  A equação de 

FV apresentou valor de RMSE (%) de 8,36%. 

As estatísticas V e RMSE, relacionadas a tendência das estimativas, estão 

associadas aos resultados da análise gráfica de resíduos. O menor valor de V foi 

encontrado na equação NS de Demaesrchalk (1972), seguido da equação FV de 

Kozak (2004b). 
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Testando 18 modelos de afilamento, sendo 6 não segmentados, 2 

segmentados e 10 de forma variável para avaliar o afilamento de árvores do plantio 

comercial de  Eucalyptus grandis e Eucalyptus urophylla, Andrade (2014) concluiu 

que os modelos de forma variável resultaram em estimativas mais acuradas da 

variável diâmetro, sendo este um dos poucos trabalhos no Brasil comparando os 

três grupos de modelos, observando similaridade com os resultados observados 

neste estudo. 

Miguel et al. (2011), testando equações de afilamento para estudar as 

estimativas de diâmetro para Eucalyptus urophylla, encontraram resultados de 

estimativas na equação de Kozak(c) et al. (1969) piores aos obtidos neste estudo 

para o híbrido de Eucalyptus grandis x Eucalyptus urophylla. 

Os resíduos dos diâmetros estimados pelas equações NS (Figura 2), 

demonstram que a medida que os diâmetros se aproximam do ápice, mais 

superestimadas foram as estimativas. 

 

FIGURA 2- Resíduos (%) das estimativas de diâmetro das equações NS para Eucalyptus grandis x Eucalyptus 

urophylla em função de h/H para os dados de ajuste 

demaerschalk.72 

 

kozak.69c 

 

ormerod 

 
 
 

Pelos resultados do gráfico de resíduos (FIGURA 3) e das estatísticas, a 

equação de FV obteve melhor desempenho. Porém, mesmo apresentando valores 

de RMSE (%) baixo, a equação de FV apresenta maior dificuldade para estimar os 

diâmetros mais próximos ao ápice do fuste. 
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FIGURA 3- Resíduos (%) das estimativas de diâmetro sem estratificação da equação de FV para 

Eucalyptus grandis x Eucalyptus urophylla em função de h/H para os dados de ajuste 

kozak.04.b 

 

 

4.3 Avaliação das estimativas de volume a partir das equações 

ajustadas para os dados de ajuste 
 

O volume total, assim como na avaliação de todos os diâmetros, foi estimado 

com maior acurácia pelas equações de FV (TABELA 8). 

Todas as equações apresentaram altos valores (acima de 98%) da estatística 

R²(%), indicando que as equações conseguem explicar apropriadamente as 

estimativas de volume. 

Os valores de erro médio quadrático das estimativas foram acima de 10% em 

todas as equações, observando um menor valor na equação de FV (14,03%), porém 

o modelo de Schumacher e Hall apresentou menor valor de RMSE (9,40%). 

Da mesma maneira que em outros trabalhos, a equação de Schumacher e 

Hall apresenta a melhor eficiência de ajuste e tem sido utilizada na estimativa de 

volume de árvores (SALES et al., 2015; SILVA et al.,1996; SANTOS et al., 2010; 

AZEVEDO et al., 2011a). 

No trabalho de Azevedo et al. (2011a) o modelo de Schumacher e Hall foi 

usado para estimar o volume de Eucalyptus grandis no município de Alagoinhas na 

Bahia, comparando com o modelo de razão volumétrica, modelo de taper e modelo 

para estimativa de múltiplos volumes. 
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Pela estatística V, a equação de FV apresenta menor valor (-0,00099), e 

tendendo a superestimar os volumes totais, como observado na Figura 5. 

 

TABELA 8 - Estatísticas das equações ajustadas para avaliar as estimativas dos volumes totais para 

Eucalyptus grandis x Eucalyptus urophylla para dados do ajuste 

Equação R² (%) V RMSE (%) Classif. 

Não segmentadas 

Demaerschalk.72 98.43 0.00352 14.92 2 

Kozak.69.c 98.05 0.00347 16.60 4 

Ormerod 98.29 -0.00149 16.49 3 

Forma variável 

Kozak.04.b 98.74 -0.00099 14.03 1 

Valores Médios 

Não segmentadas 98.26 0.00184 16.00  - 

Modelo de volume total 

Schumacher & Hall 98.50 0.00503 9.40         - 

 

Testando os modelos não segmentados de Demaerschalk (1972), Kozak(c) et 

al. (1969) e Ormerod (1973), Môra et al. (2014) encontraram resultados menos 

acurados, exceto para o modelo de Demaerschalk, para estimativas de volume total 

de Eucalyptus grandis x Eucalyptus urophylla em relação aos valores de R² (%) 

obtidos no presente estudo. 

Os gráficos das equações NS (FIGURA 4), demonstram boa distribuição dos 

resíduos. As equações de Demaerschalk (1972) e de Kozak (1969) apresentaram 

uma tendência a subestimar os valores, enquanto a equação de Ormerod 

apresentou tendência a superestimar. 

A equação de FV apresentou melhor distribuição dos resíduos (FIGURA 5), 

porém maiores resíduos para estimativas de volumes para árvores com DAP 

menores.   

Comparadas a equação de Schumacher e Hall, a equação de FV foi a que 

apresentou melhor acurácia na estimativa de volume total. 

Kozak (2004) citado por Jung et al. (2015), explicou que as equações de taper 

são melhores em comparação com as equações de volume convencionais, porque 

elas podem estimar o diâmetro a qualquer altura ao longo do fuste, altura comercial 
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para qualquer diâmetro superior e o volume do fuste em qualquer comprimento, 

volume comercial, e volume total. 

 

FIGURA 4- Resíduos (%) das estimativas de volume total das equações NS para Eucalyptus grandis x 

Eucalyptus urophylla em função de dap (cm) para os dados de ajuste 

demaerschalk.72 

 

kozak.69 

 

ormerod 

 

FIGURA 5- Resíduos (%) das estimativas de volume total das equação de FV para Eucalyptus grandis x 

Eucalyptus urophylla em função de dap (cm) para os dados de ajuste 

kozak.04.b 

 

FIGURA 6- Resíduos (%) das estimativas de volume total das equação de Schumacher & Hall para Eucalyptus 

grandis x Eucalyptus urophylla em função de dap (cm) para os dados de ajuste 

Schumacher&Hall 
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4.4 Avaliação das estimativas de diâmetro a partir das 

equações ajustadas para os dados de validação 

 

Utilizando os coeficientes obtidos em cada equação ajustada, foram estimados 

os valores de todos os diâmetros mensurados em todas as alturas (h) em todos os 

fustes. 

 

As estimativas, para os dados de validação, foram melhores na equação de 

FV, comparando com os valores médios obtidos nas equações NS (TABELA 9). 

Tabela 9 - Estatísticas das equações ajustadas para avaliar as estimativas dos diâmetros para 

Eucalyptus grandis x Eucalyptus urophylla para dados de validação 

Equação R² (%) V RMSE (%) Classif. 

Não segmentadas 

Demaerschalk.72 98.38 -0.06725 10.19 2 

Kozak.69.c 99.06 -0.11848 10.48 3 

Ormerod 96.84 -0.37340 11.52 4 

Forma variável 

Kozak.04.b 99.36 -0.03430 8.43 1 

Valores médios 

Não segmentadas 98.09 -0.18637 10.73 
 

 

As estatísticas de R² (%) obtidas para os dados de validação foram superiores 

aos encontrados para os dados do ajuste, indicando que as equações conseguem 

explicar apropriadamente as estimativas de diâmetro ao longo do fuste. Do mesmo 

modo que para os dados de ajuste, o maior valor de R² foi observado para a 

equação de FV (99,36%). 

 

Nos resultados da estatística RMSE (%), relativo ao erro médio quadrático das 

estimativas, todas as equações obtiveram erros menores que 12%, sendo o menor 

valor observado da equação de FV (8,43%). 

Para os resultados de V, o menor valor observado foi na equação de FV (-

0,03430). 

As estimativas de RMSE (%) e V estão associadas aos resultados da análise 

gráfica de resíduos. 

Os resíduos (Figura 7 e 8) das estimativas de diâmetros encontradas para o 

ajuste das equações para os dados de validação, tanto para as equações NS quanto 
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para a de FV, apresentam-se bem distribuídos, apresentando uma leve tendência a 

superestimar os valores, à medida que os diâmetros se aproximam do ápice. 

 

FIGURA 7- Resíduos (%) das estimativas de diâmetro das equações NS para Eucalyptus grandis x Eucalyptus 

urophylla em função de h/H para os dados de validação 

demaerschalk.72 

 

kozak.69 

 

ormerod 

 

 

FIGURA 8- Resíduos (%) das estimativas de diâmetro da equação de FV para Eucalyptus grandis x Eucalyptus 

urophylla em função de h/H para os dados de validação 

kozak.04.b 

 

 

4.5 Avaliação das estimativas de volume a partir das equações 

ajustadas para os dados de validação 
 

 

As estimativas para o volume total encontrada pelas equações ajustadas para 

os dados de validação encontram-se na Tabela 10. 
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Tabela 10 - Estatísticas das equações ajustadas para avaliar as estimativas do volume total para 

Eucalyptus grandis x Eucalyptus urophylla para dados de validação 

Equação R² (%) V RMSE (%) Classif. 

Não segmentadas 

Demaerschalk.72 99.19 0.00213 14.08 1 
Kozak.69.c 99.06 0.00200 15.13 3 
Ormerod 98.94 -0.00286 17.04 4 

Forma variável 

Kozak.04.b 99.17 -0.00229 15.02 2 

Valores Médios 

Não segmentadas 99.06 0.00042 15.42 
 

Modelo de volume total 

Schumacher e Hall 98.58 0.00071 9.29 
 

 

Todas as equações apresentaram altos valores (acima de 98%) da estatística 

R²(%), indicando que as equações conseguem explicar apropriadamente as 

estimativas de volume. 

Os valores de erro médio quadrático das estimativas foram acima de 14% em 

todas as equações, observando um menor valor na equação NS (14,08%), todavia o 

modelo de Schumacher e Hall apresentou menor valor de RMSE (9,29%), senda esta 

uma equação convencional para estimativas de volume com melhor eficiência de 

ajuste. 

Assim como nos dados de ajuste, as estimativas das equações de taper para o 

volume total apresentaram similaridade com o modelo convencional de Schumacher e 

Hall, demonstrando assim sua eficiência, sendo que a equação NS de Demaerschalk 

(1972) foi a que apresentou melhores resultados comparado ao modelo convencional. 

 

FIGURA 9 - Resíduos (%) das estimativas de volume total das equações NS para Eucalyptus grandis x 

Eucalyptus urophylla em função de dap (cm) para dados de validação 

demaerschalk.72 

 

 

kozak.69.c 

 

ormerod 
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FIGURA 10- Resíduos (%) das estimativas de volume total da equação FV para Eucalyptus grandis x Eucalyptus 

urophylla em função de dap (cm) para dados de validação 

kozak.04.b 

 

FIGURA 11 - Resíduos (%) das estimativas de volume total da equação de Schumacher & Hall para Eucalyptus 

grandis x Eucalyptus urophylla em função de dap (cm) para dados de validação 

Schumacher&Hall 
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5 Conclusão  
 

A equação de FV de Kozak (2004b), comparada às três equações NS, obteve 

resultados mais acurados nas estimativas de diâmetro ao longo do fuste e nas 

estimativas de volume total. 

As equações apresentaram similaridade nas estatísticas para volume total, 

ajustadas pelo modelo de Schumacher e Hall, demonstrando assim sua eficiência no 

uso do cálculo para volume total, apresentando como vantagem ao modelo de 

Schumacher e Hall a possibilidade do cálculo de volume em qualquer porção do 

fuste. 

Uma vez que os diversos estudos realizados no Brasil a respeito de afilamento 

de fuste utilizam os modelos não segmentados e segmentados, estudos 

relacionados aos modelos de forma variável demonstram estimativas mais acuradas 

de diâmetros e volume, assim como o presente estudo, podendo ser melhores 

alternativas para essas análises. 
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